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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТОЧНОСТЬ 
МЕТАЛЛОРЕЖУЩИХ СТАНКОВ: 
КОМПЕНСАЦИЯ, КОРРЕКЦИЯ, 
УПРАВЛЕНИЕ
ЧАСТЬ 2

Александр КУЗНЕЦОВ

Рассмотрены вопросы структурной точности металлорежущих станков. 
Представлены структурные составляющие линейных и угловых геоме-
трических погрешностей металлорежущих станков. Представлены три 
группы моделей точности металлорежущих станков, различающихся ко-
личеством и видом входящих составляющих, a также результатом, дости-
гаемым созданной на их базе системой управления точностью. 

Ключевые слова: 
структурная точ-
ность станка, 
линейные и угло-
вые параметры 
положения, геоме-
трическая погреш-
ность, коорди-
натная система, 
матрица положе-
ний

Материалообрабатывающие станки

Структурная точность металлорежущих стан-
ков – упорядоченное множество линейных и угло-
вых смещений подвижных (и неподвижных) деталей 
и узлов металлорежущего станка, обусловленных 
изменением их поля состояний (пространственно-
го, энергетического, силового, теплового, гравита-
ционного, временного) и приводящих к изменению 
свойств номинальных (идеальных) единичных гео-
метрических образов, формируемых металлорежу-
щим станком.*

В табл. 1 приведены структурные составляющие гео-
метрических погрешностей металлорежущих станков.

В левом столбце обозначено шесть возможных 
видов движений ‒ как линейных, так и вращатель-
ных. Вертикальные столбцы описывают возможные 
погрешности в направлении координатной оси: как 
линейной, так и трех возможных погрешностей 
вращения вокруг указанной оси.  

Правая часть структуры отображает движения 
детали и инструмента (в том числе и движение инстру-
мента, обеспечивающее только процесс резания, если 
оно не совпадает с иными его движениями) с указа-
нием линейных и угловых параметров положения осей 
перемещения друг относительно друга, а также пло-

*	 Продолжение. Начало см.: СТАНКОИНСТРУМЕНТ, 2020,  
№ 1, с. 40.

скости, в которой происходит движение в соответству-
ющем направлении. На пересечении соответствующих 
горизонтальных и вертикальных столбцов указаны 
погрешности, которые соответствуют принятой коор-
динатной структуре металлорежущего станка. 
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Таблица 1. Структурные составляющие геометричес- 
кой точности станка

Движение 
по осям 
координат

Ось x и ее углы поворота Ось y и ее углы поворота Ось z и ее углы поворота

Д
ет

ал
ь

П
ол

ож
ен

ие

И
нс

тр
ум

ен
т

П
ол

ож
ен

ие

Ре
за

ни
е

x ax (X) ay (X) az (X) y ax (Y) ay (Y) az (Y) z ax (Z) ay (X) az (Z) 0

x δx (X) Pxx δαy (X) δαz (X) δy (X) – – – δz (X) – – – x/x0y a 0 d 0

y δx (Y) δαx (X) – Syx (Y) δy (Y) δαx (Y) Pyy δαz (Y) δz (Y) – – δαz (Z) y/x0y b 0 e 0

z δx (Z) – Szx (Z) – δy (Z) Szy (Z) δαy (Y) – δz (Z) δαx (Z) δαy (X) P_zz
0 c z/zOx f 0

ωx (X) δx [ωx (X)] ωx (X) δαy (X) δαz (X) δy [ωx (X)] – – Sxy δz [ωx (X)] – Sxz
– 0 0 0 0 0

ωy (Y) δx [ωy (Y)] δαx (X) – Syx δy [ωy (Y)] δαx (Y) ωy (Y) δαz (Y) δz [ωy (Y)] Syz
– δαz (Z) 0 0 0 0 0

ωz (Z) δx [ωz (Z)] – Szx
– δy [ωz (Z)] Szy δαy (Y) – δz [ωz (Z)] δαx (Z) δαy (X) ωz (Z) 0 0 0 1

Примечание: 
Pii – непараллельность осей ii; 
Sij – неперпендикулярность осей ij; 
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Таким образом, металлорежущему станку 
с заданной координатной формулой присуща струк-
тура погрешностей, ограниченная границей их 
выбора, находящейся на пересечении горизонталей 
X, Y, Z и вертикальных столбцов осей погрешно-
стей X, Y, Z, и, соответственно, состоит из 24 
погрешностей. Следовательно, в общем виде струк-
тура как линейных, так и угловых погрешностей 

может быть представлена в единой структурной 
форме описания. 

Базовые положения как руководство по описа-
нию и измерению геометрических погрешностей 
(ошибок) в станках документируются в стандартах 
Международной организации по стандартизации 
(ISO) 230 серии (1996, 1998, 2010, 2012 гг.) и Амери-
канского общества инженеров-механиков (ASME) 

Таблица 1. Структурные составляющие геометричес- 
кой точности станка

Движение 
по осям 
координат

Ось x и ее углы поворота Ось y и ее углы поворота Ось z и ее углы поворота

Д
ет

ал
ь

П
ол

ож
ен

ие

И
нс

тр
ум

ен
т

П
ол

ож
ен

ие

Ре
за

ни
е

x ax (X) ay (X) az (X) y ax (Y) ay (Y) az (Y) z ax (Z) ay (X) az (Z) 0

x δx (X) Pxx δαy (X) δαz (X) δy (X) – – – δz (X) – – – x/x0y a 0 d 0

y δx (Y) δαx (X) – Syx (Y) δy (Y) δαx (Y) Pyy δαz (Y) δz (Y) – – δαz (Z) y/x0y b 0 e 0

z δx (Z) – Szx (Z) – δy (Z) Szy (Z) δαy (Y) – δz (Z) δαx (Z) δαy (X) P_zz
0 c z/zOx f 0

ωx (X) δx [ωx (X)] ωx (X) δαy (X) δαz (X) δy [ωx (X)] – – Sxy δz [ωx (X)] – Sxz
– 0 0 0 0 0

ωy (Y) δx [ωy (Y)] δαx (X) – Syx δy [ωy (Y)] δαx (Y) ωy (Y) δαz (Y) δz [ωy (Y)] Syz
– δαz (Z) 0 0 0 0 0

ωz (Z) δx [ωz (Z)] – Szx
– δy [ωz (Z)] Szy δαy (Y) – δz [ωz (Z)] δαx (Z) δαy (X) ωz (Z) 0 0 0 1

δi ( j) – погрешность в направлении i при движении по j;  
δαi ( j) – угловая погрешность от вращения вокруг i при 
движении по j; 

x0y – координатная плоскость; 
a, b, c, d, e, f – расстояние между координатными система-
ми.
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Рис. 5.	 Угловая и линейная погрешности движения твердого тела по пря-
молинейной (номинальной) траектории, параллельной оси X 
и при вращении вокруг оси С: 
а: 1 – линейное движение по оси X; EAX – угловая ошибка движе-
ния вокруг оси A (крен); EBX – угловая ошибка движения вокруг 
оси B (рыскание); ECX – угловая ошибка движения вокруг оси С 
(тангаж); EXX – линейная ошибка позиционирования при движении по оси X, отклонения позиционирова-
ния оси X; EYX – ошибка прямолинейности движения в направлении оси Y; EZX – ошибка прямолинейности 
движения в направлении оси Z;
б: EXC – радиальная ошибка перемещения оси С в направлении Х; EYC – радиальная ошибка перемещения 
оси C в направлении Y; EZC – ошибка осевого смещения оси С; EAC – ошибка угла наклона оси C вокруг 
оси X; EBC – ошибка угла наклона оси C вокруг оси Y; ECC – угловая ошибка позиционирования вращения 
вокруг оси C; С – измеренные угловые отклонения позиционирования оси C
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В5.54. серии (1992, 2005 гг.). На рис.  5 приведена 
иллюстрация геометрических погрешностей и их 
обозначений в соответствии с ИСО 230-1, а на рис. 6 
даны графические изображения измеренных эле-
ментарных геометрических ошибок.

Максимально допустимые значения и допуски 
на отклонения геометрических погрешностей 
и методы их контроля установлены в стандартах 
ISO 10791 серии (1998, 2001 гг.) под общим наиме-
нованием «Методы контроля обрабатывающих цен-
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Рис. 6.	 Графическое изображение измеренных элементарных геометрических ошибок: а – точность позициониро-
вания (ИСО 230-2); б – прямолинейность перемещения; в – угловые погрешности; г – непараллельность 
осей; д – неперпендикулярность осей; е – общая и локальная неперпендикулярность осей; ж – непло-
скостность перемещения; з – непараллельность плоскости и оси
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тров» и ISO 13041 серии (2004–2015 гг.) – для токар-
ных центров и токарных станков с ЧПУ. 

Геометрическая модель объемной точности стан-
ка приведена на рис. 7, где представлены как систе-
матические aij, так и случайные σij составляющие 
вектора геометрических ошибок по каждой оси 
координат, а также угловые погрешности функции 
пространственных положений

 
дf (XY,Z)

I
дi

.

Рассмотрение методов моделирования и оценок 
точности станков показало, что авторы часто опре-
деляют точность δE как изменение радиус-вектора 
между точкой детали и точкой центра инструмента 
(TCP – Tool Center Point) и рассчитывают как после-
довательность произведения матриц однородных 
(аффинных) преобразований (HTM ‒ Homogeneous 
Transformations Matrices) размерности 4 × 4 коорди-
натных систем n подвижных элементов станка:

��r = TTCP  − TTCP  =
ideal idealreal

n n R P

11
П( )Ti   · Ti TCP � real

n n R P

P

11
П

n

1
П

( )Ti   · Ti

R( )ETi   · ETi

TCP

error
TCP

· r − · r =

= · r,
 

где T  = TRTP
 = R   P

0   1 , R и P ‒ соответственно матри-
ца вращений (3 × 3) и перемещений (трансляций) 
(1 × 3) и их матрицы погрешностей RETi   и PETi   ; 
r=[Xt, Yt, Zt, 1]T – столбцевая матрица точки инстру-
мента; n – число координатных систем в цепи 
инструмент (TCP), инструмент ‒ деталь (также 
рассматриваются последовательные преобразо-
вания в системах инструмент ‒ основание и осно-
вание ‒ деталь, а погрешность определяют как 
их разность). 

Преобразования координатных систем в зави-
симости от решаемой задачи выполняют операто-
ры Т, которые осуществляют: 

➔➔ евклидово преобразование координат, не 
допускающее изменения формы, то есть можно 
перемещать, вращать и изменять масштаб;

➔➔ аффинное преобразование координат, допу-
скающее изменение формы, то есть можно пере-
мещать, сдвигать, вращать и изменять масштаб, 
но не менять структуру формы, при этом прямые 
линии остаются прямыми, параллельные ‒ 
параллельными и т.п.;

➔➔ проективные преобразования координат, 
допускающие изменение структуры формы, т.е. 
можно перемещать, сдвигать, вращать и изме-
нять масштаб и структуру формы, но прямые 
линии всегда остаются прямыми;

➔➔ преобразования топологий, допускающие 
изменение формы, то есть можно перемещать, 
сдвигать, вращать, изменять масштаб и форму, 
но точки всегда должны принадлежать соответ-
ствующей линии, линии – соответствующей 
поверхности и т.п.; иными словами, оператор 
каждой группы преобразований оставляет инва-
риантными те или иные свойства геометриче-
ских фигур. 
Если с рассматриваемыми геометрическими эле-

ментами станка связать системы координат, то обоб-
щенная матрица положений будет иметь вид:

MP =

0 0 0 1

cos �xx cos �xy cos �xz ax

cos �yx cos �yy cos �yz ay

cos �zx cos �zy cos �zz az

.

Когда координатные системы являются ортого-
нальными и неперекрещивающимися, то положения 
координатных систем и, соответственно, связанных 
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Рис. 7.	
Геометрическая 
модель объемной 
точности станка
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с ними элементов станка могут быть описаны 
и определены последовательностью вращений 
вокруг координатных осей ОХ, ОУ, ОZ соответст
вующими матрицами поворота: Mpx, Mpy, Mpz. 

MPx =

0

0

0

0 0

0 0

1

1 ax

cos �x 

cos �x 

ay

sin �x  

– sin �x  

az

 

;

Mpy =

0

0

0

0 0

0

0

1

1

axcos �y 

cos �y 

ay

sin �y  

– sin �y  

az
 ;

Mpz =

0

0 0

0 0

0

0

1

1

axcos �z 

cos �z aysin �z  

– sin �z  

az

 

, 

где ax,y,z‒ расстояние между началами коорди-
натных систем; ax, ay, az – угловое положение коор-
динатных систем.

Тогда общая матрица положений Mp будет опре-
деляться произведением трех матриц вращений 
вокруг соответствующих осей 

Mp = Mpx Mpy Mpz.

В случае, когда направления координатных осей 
совпадают, матрица положений будет определять-
ся только значениями ax,y,z.

Линейные δa и угловые δα погрешности положе-
ния определяют и обусловливают соответствующие 
значения матриц положения. 

Линейные погрешности станут равны, например:

a'x = ax + δax. 

Изменение положения вследствие вращения, 
например системы координат вокруг оси OX на 
угол αx погрешностью δαx, приводит к изменению 
начального углового положения и станет 
ὰ x = αx + δαx. 

Тогда матрица положения примет вид:

Mpx =

0

0

0

0 0

0 0

1

1 a'
x

cos (�x + ��x)

cos (�x + ��x)

a'
y

sin (�x + ��x)

– sin (�x + ��x)

a'
z

� ,  

и, учитывая, что разложения для малых углов 
δα будут равны соответственно

2!

2
11 ‒ +cos �x =

��x

4!

4
��x ‒ �

6!

6
��x , 

sin ��x  = ��x ‒ ��x3!

3
+

��x

5!

5
��x ‒ �

7!

7
��x , 

а значения 
cos (ax + δαx) = cos ax · cos δαx – sin ax · sin δαx = 
= cos ax · 1 – δαx · sin ax

sin (ax + δαx) = sin δαx · cos δαx + cos ax · sin δαx = 
= sin ax · 1 + δαx · cos ax, 
принимая во внимание, что погрешности (точность) 
перемещений и углов поворота являются малыми 
величинами по отношению к размерам самих дета-
лей рабочих органов, а произведениями погреш-
ностей второго порядка можно пренебречь, то 
в матричном виде обобщенная матрица точности 
(погрешностей) может быть записана без учета 
составляющих малого порядка (δaiδαj) и (δαiδαj). 
Тогда получим матрицу положения следующего 
вида:

Mpx =

0

0

0

0 0

0 01

(cos �x – ��x · sin �x)

(cos �x – ��x · sin �x)(sin �x + ��x · cos �x)

– (sin �x + ��x · cos �x)�

1

ax

ay

az
, 

при значении αx = 0 выражение примет вид:

0

0

0

0 0

0 0

1

1

1

1

ax

ay– ��x  

��x  az
Mpx =

� . 

Введя обозначение матрицы Mpx = Bpx
� �  (при 

αx  =  0), получаем значение матрицы положений, 
равное произведению матрицы начальных поло-
жений Mpx и матрицы погрешности угловых Bpx

�  
положений:

Mpx = Mpx Bpx
� � , 

или в общем виде, когда происходят вращения 
(изменения углового положения) с погрешностями 
последовательно вокруг трех осей координат:

Mx = Mpx BpxMpy BpyMpz Bpz= Mp B
� � � � � .

Тогда, если изменение угловых положений 
отсутствует, то матрицы Mpx, Mpy, Mpz = I будут еди-
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ничными и выражение Mx 
�  будет определяться 

произведением матриц угловых погрешностей и ста-
нет равным:

Mx = B  = Bpx Bpy Bpz
� � � � �  

или

 =

0 0 0 1

1

1

1

ax

�z 

�y

– �y

– �z 

– �x

�x

ay

az
B� . 

Важно заметить, что при произведении n матриц  
Ba получим следующее равенство:

 =  =

0 0 0 1

1

1

1

�iz

Bi
� Bi

�

–�
n

n

1

1

�iy–�
n

1

�ix–�
n

1
�iz�

n

1

�ix� �n

1
aiz�

n

1

�iy�
n

1

aiy�
n

1

aix�
n

1

П . 

Следовательно, разность между заданным (номи-
нальным) и действительным положениями будет 
определять погрешность взаимного положения эле-
ментов станка. 

Рассмотренные погрешности зависят от многих 
факторов, поэтому они являются функциями состоя
ний основных элементов станка и выражаются как 
aij = f(X,Y,Z,ωx,ωy,ωz,P,T°,τ). 

В то же время каждая погрешность является функ-
цией состояний и может выражаться либо аналити-
чески aij = f(X,Y,Z,ωx,ωy,ωz,P,T°,τ), или, если функцию 
не удается выразить аналитически, то в виде матри-
цы размера mxn.

Таким образом, для более полного определения 
структурных составляющих геометрических 
погрешностей металлорежущего станка, которые 
определяются своими собственными значениями 
во множестве параметров состояний, будем рас-
сматривать значения aij = f(X,Y,Z,a,β,γ,P,T°,τ) в каче-
стве аддитивной функции множества состояний. 
Например, погрешности aij в поле пространствен-
ных состояний будем рассматривать в виде функ-
ции только параметров системы координат 
aij = f(X,Y,Z) и, учитывая, что значения этой функ-
ции являются малыми величинами, то для нахож-
дения этих значений функции aij = f(X,Y,Z) вос-
пользуемся разложением ее в ряд Тейлора и во 
внимание будем принимать только члены ряда 
первой, второй и более высокой степени в зависи-
мости от требуемой точности станка. 

Тогда, например, составляющие погрешности 
δx(X) в направлении оси ОХ будут определяться 
выражением:

дy
�x[(X)(Y,Z)] = f(Y,Z) = �x(X) + 

д�x [(X)(Y,Z)]
Y + 

дZ
д�x [(X)(Y,Z)]

Z = �x(X) + �x(X)Y + �x(X), + y z

где обозначим 
дy

д�x [(X)(Y,Z)]
Y y�x(X)=  и 

дZ
д�x [(X)(Y,Z)]

Z,z�x(X)=  

дy
д�x [(X)(Y,Z)]

Y  и
 дZ
д�x [(X)(Y,Z)]

Z являются соответствен-

но тангенсами касательной к функции δx[(X)(Y,Z)], а ее 
графическая интерпретация приведена на рис. 7.

Применяя аналогичные преобразования разло-
жения в ряд Тейлора для всех составляющих δai, δaj 
матрицы Ba, получим следующие соотношения для 
функции aij = f(X,Y,Z,a,β,γ,P,T°,τ) во множестве обла-
сти поля функции состояний для составляющих 
структуры погрешностей металлорежущих станков. 
Например, для линейных погрешностей:

y

x z y

y

y

y

y z

yz zx x

x xz y

xG G G

yz zx x

x

zax = (axx+axy+axz)=�x(X)+�x(Y)+�x(Z)+�x(X)Y+�x(X)Z+

+�x(Y)X+�x(Y)Z+�x(Z)Y+�x(Z)X+�x(Px)+�x(Py)+�x(Pz)+

+�x(Px)Y+�x(Px)Z+�x(Px)X+�x(Py)Z+�x(Pz)Y+�x(Pz)X+

+�x(Pz )+�x(Pz )Y+�x(Pz )X+�x(Tx)+�x(Ty)+�x(Tz)+°

° ° ° ° ° °

° °

+�x(Tx)Y+�x(Tx)Z+�x(Ty)X+�x(Ty)Z+�x(Tz)Y+�x(Tz)X+

+�x(XT°)+�x(YT°)+�x(ZT°)+�x(XT°)Y+�x(XT°)Z+

+�x(YT°)X+�x(YT°)Z+�x(ZT°)Y+�x(ZT°)X+axx(�).

Существующие методы оценки основаны на непо-
средственных прямых методах измерения геометри-
ческих погрешностей.  Функциональная связь между 
измеренной величиной геометрических ошибок 
в узлах станка и величиной смещений TCP может быть 
установлена экспериментально. При хорошей повто-
ряемости и достаточно стабильной воспроизводимо-
сти результата эта функциональная связь выразится 
уравнением, которое может быть положено в основу 
работы системы для компенсации, коррекции или 
управления точностью станка (рис. 8). Преобразуем 
и представим выражение для δr  в следующем виде: 

�
n–1 n–(i+1)

i=1 i=1
П Mi ) · Kji

0

0  

( �
n–1 n–(i+1)

i=1 i=1
П(�r = · �ri  + 

· �ri  ���(���),

Mi ) · (Bi)`· ri +

�
n–1 n–(i+1)

i=1 i=1
П( Mi ) · (Bi)`· Kji +

где n ‒ число квазистабильных связей; i = (n ‒ 1) – 
число элементов структуры станка; δr = |δx δy δz1| ‒ 
погрешность взаимного относительного положения 
инструмента и детали, обусловленная погрешностя-
ми станка; 0 0 0 0 T�ri  =|�xi  �yi  �zi  |   ‒ линейные начальные 
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погрешности положения (смещения, деформации) 
элементов станка в местах квазистабильных связей. 

Таким образом, рассмотрение моделей точности 
металлорежущих станков может быть приведено 
и классифицировано в виде трех групп, характери-
зующихся количеством и видом входящих состав-
ляющих, которые определяют и обусловливают 
характер зависимости и, следовательно, модель и воз-
можности, а также результат, достигаемый соответ-
ствующей системой управления точностью. Возмож-
ны три вида групп систем воздействия на точность:

➔➔ 1-й вид – линейная модель, которая рассматрива-
ет точность металлорежущих станков как линейную 
связь выходного параметра δr и линейных началь-
ных погрешностей положения (смещения, дефор-
маций) элементов станка в местах квазистабильных 
связей элементов модели точности станка; 

➔➔ 2-й вид – нелинейная модель, которая рассматри-
вает точность металлорежущих станков как линей-
ную связь выходного параметра δr и линейных 
начальных погрешностей положения (смещения, 
деформаций) элементов станка в местах квазиста-
бильных связей элементов модели точности станка, 
линейных и угловых погрешностей движения в поле 
функции их пространственных состояний; 

➔➔ 3-й вид – нелинейная модель, которая рассма-
тривает точность металлорежущих станков, как 
линейную связь выходного параметра δr и линей-
ных начальных погрешностей положения (сме-
щения, деформаций) элементов станка в местах 
квазистабильных связей элементов модели точ-
ности станка, линейных и угловых погрешностей 
движения в поле функции их состояний.
Каждая из указанных моделей определяется 

видом и параметрами характеристик состояний 
погрешностей и их функциональных взаимосвя-
зей. Например, для первой модели характерно 
рассмотрение составляющих функции линейных 
δx[(X)(Y,Z)] и угловых ax[(X)(Y,Z)] погрешностей 
по каждой из осей координатной структуры станка.
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