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Рассмотрены различные особые положения (сингулярности) механиз-
мов параллельной структуры с линейными двигателями, а также особое 
(сингулярное) положение, при котором был смещен центр выходного 
звена по сравнению с исходной конфигурацией. Проведено сравнение 
кинематических и взаимных винтов, соответствующих различным осо-
бым положениям (сингулярностям). 
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Робототехника и мехатроника 

ВВЕДЕНИЕ
Для решения задач развития технических систем, 

применяемых в различных областях промышлен-
ности, добывающих отраслях, медицине и робото-
технике [1‒4], эффективным средством являются 
механизмы параллельной структуры [5‒8], при 
исследовании которых целесообразно использовать 
винтовое исчисление [9]. 

Следует отметить, что данное направление иссле-
дований активно развивается. В частности, речь идет 
о механизмах с тросовыми приводами [10, 11], о при-
менении этих устройств в медицинских системах 
и антропоморфных роботах [12, 13]. Углубленно иссле-
дуются различные свойства этих объектов и, в част-
ности, возможности их балансировки и снижения 
энергозатрат [14, 15], способы устранения возможных 
особых положений (сингулярностей) [16, 17].

При анализе указанных технических систем важ-
но учитывать конкретные условия, для которых 
предназначен данный объект [18‒22]. Кроме того, 
необходимо принимать во внимание свойства тех-
нических объектов, в частности возможность нали-
чия особых положений [7, 8, 23, 24]. В этих положе-
ниях резко снижается нагрузочная способность, 
может присутствовать неуправляемая подвижность. 
Наличие таких положений ухудшает функциональ-
ные возможности рассматриваемых устройств.

В качестве примера приведем перспективный 
технологический робот METROM, имеющий пять 

степеней свободы и пять кинематических цепей, 
каждая из которых включает линейный двигатель 
[25, 26]. Этот робот (рис. 1) имеет достаточно боль-
шую зону обслуживания в силу того, что его особые 
положения располагаются вне рабочего объема.  
Вместе с тем, для большинства роботов параллель-
ной структуры приходится ограничивать рабочую 
зону конфигурациями, далекими от особых, это 
сокращает рабочий объем.

Существует подход, позволяющий избежать это-
го недостатка – он заключается в переключении 
приводной кинематической пары при подходе к осо-
бым положениям, в частности, такие работы выпол-
нены для трипода – механизма с тремя степенями 
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Рис. 1.	 Технологический робот METROM
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свободы [27]. Однако, важно знать такие возможные 
движения робота, которые наиболее быстро выво-
дят его из особого положения, а также такие дви-
жения, которые переводят в соседние особые поло-
жения. Дело в том, что дополнительный привод 
должен включаться кратковременно.

В связи с изложенным, в данной статье ставится 
задача определить кинематические винты – движе-
ния робота, которые соответствуют неуправляемой 
подвижности в особых положениях, а также наибо-
лее быстрому выходу из особых положений. Эта 
задача рассматривается на относительно простом 
примере: когда все оси линейных двигателей пере-
секают одну прямую линию. В дальнейшем этот ана-
лиз будет распространен на более сложные случаи. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВИНТА-ГРАДИЕНТА, ВЫВОДЯЩЕГО 
МЕХАНИЗМ ИЗ ОСОБОГО ПОЛОЖЕНИЯ

Перед рассмотрением вопросов вывода механиз-
ма из особых положений укажем на некоторые 
известные определения [9]. Кинематический винт – 
это дуальный вектор, включающий в себя вектор 
угловой скорости и вектор линейной скорости твер-
дого тела. Силовой винт – это дуальный вектор, 
включающий вектор силы и вектор момента, дей-
ствующие на твердое тело. Механизм параллельной 
структуры – это механизм, включающий в себя 
основание и выходное звено, соединенное несколь-
кими кинематическими цепями. Особое положение 
(сингулярность) механизма параллельной структу-
ры – это такое положение, при котором либо умень-
шается число степеней свободы, либо имеет место 
неуправляемая подвижность, не связанная с дви-
жениями в приводах. Плюккеровы координаты 
силового и кинематического винтов – это шесть 
координат, три из которых представляют вектор 
силы или угловой скорости, а три других представ-
ляют координаты вектора момента или линейной 
скорости.

Рассмотрим механизм параллельной структуры 
с линейными двигателями, который находится 
в состоянии сингулярности, поскольку все силовые 
винты, передаваемые со стороны кинематических 
цепей на выходное звено, пересекают одну прямую 
линию νν (рис. 2).

Отметим, что силовые винты нулевого параме-
тра — это скользящие векторы. Скользящий вектор, 
пересекающий оси всех силовых винтов, взаимен 
всем указанным винтам. Точки А1–А6 и В1–В6 
являются центрами сферических шарниров, рас-
положенных соответственно на выходном звене 
(подвижной платформе) и основании (базе). Векто-
ры Е1–Е6 ‒ единичные винты, направленные вдоль 
осей линейных двигателей, представляющих собой 
силовые винты. Линия νν пересекает оси всех сило-

вых винтов (отсюда следует, что все винты Е1–Е6 – 
линейно зависимые).

Нужно найти винт-градиент с плюккеровыми 
координатами (ξ, η, ζ, ξ0, η0, ζ0), наиболее быстро 
выводящий из состояния сингулярности, а также 
соотнести его с кинематическим винтом, взаимным 
пяти независимым силовым винтам. Кроме того, 
покажем, что при расположении всех точек пере-
сечения силовых винтов с линией νν на основании 
любое движение не будет выводить механизм 
из сингулярности.

Не нарушая общности, предположим, что линяя 
νν совпадает с осью Ох (рис. 3).

Точки А1–А6 и В1–В6 имеют следующие коорди-
наты:
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Используем  разработанный ранее подход [8, 23, 

24] к поиску кинематического винта-градиента, 
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Рис. 2.	 Особое положение механизма параллельной 
структуры с линейными двигателями
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Рис. 3.	 Положение входного звена, при котором цен-
тры сферических шарниров Bi расположены на 
оси Ох
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который ведет из особого положения по «наикрат-
чайшему пути». Основу данного подхода представ-
ляет определение кинематического винта рабочего 
органа, а также связанных с ним плюккеровых коор-
динат векторов единичной длины силовых винтов, 
лежащих на осях двигателей линейного перемеще-
ния. 

Рассмотрение проведем для  конкретного меха-
низма. В результате решения задачи о положениях 
для заданных координат центров сферических шар-
ниров на выходном звене и основании механизма 
с линейными двигателями (см. рис. 3) получены 
обобщенные координаты (м):

Q = (2,449  2,449  3,742  3,000  4,359  4,243).

Матрица плюккеровых координат ортов силовых 
винтов формируется согласно соотношению:

PLi =

XAi –XBi

;

�

�

�
�

�

�T

Li
YAi –YBi

Li

YAi –YBi
Li

ZAi –ZBi
Li

ZAi –ZBi
Li

YB + ZBi

ZAi –ZBi
Li

XAi –XBi
Li

ZB –

XAi –XB
Li

YAi –YBi
Li

XBi – YBi

XBi

где первые три строки – направляющие косинусы 
единичного винта, а три оставшиеся – моментная 
часть винта, XBi, YBi, ZBi – координаты точки Bi; XAi, 
YAi, ZAi‒ координаты точки Ai; Li – длина отрезка 
AiBi, где i = 1, …, 6. 

Матрица плюккеровых координат для заданно-
го положения механизма:

		  .  (1)PL =

�

�

�
�

�

�
  0,408   –0,816   0,408   0    2,041   4,082
  0,408   –0,408   0,816   0    3,266   1,633

  0,333      0,667   0,667   0    0,000   0,000
  0,229      0,688   0,668   0  –0,668   0,000
  0,236      0,943   0,236   0  –0,471   1,886

–0,267   –0,535   0,802   0    0,802   0,535

Ранг матрицы (1) равен пяти, а определитель ‒ 
нулю. Запишем частные производные по плюкке-
ровым координатам кинематического винта. 

Для каждой строки матрицы, описывающей част-
ные производные от плюккеровых координат ортов 
силовых винтов по соответствующей плюккеровой 
координате кинематического винта выходного зве-

на, имеют место соотношения, зависящие от поло-
жения механизма [8, 23, 24]. 

Для нахождения координат винта-градиента 
далее в матрице плюккеровых координат последо-
вательно нужно заменить столбцы на соответст
вующие столбцы из матрицы частных производных. 
В итоге, последовательно суммируя определители 
полученных матриц, можно с точностью до множи-
теля найти координаты винта-градиента.

Далее для иллюстрации результатов представим 
полученный винт-градиент в виде двух векторов. Обо-
значим векторную часть винта через V (ξ, η, ζ), 
а моментную – через M (ξ0, η0, ζ0). Модуль вектора V 
определяется как корень квадратный из суммы ква-
дратов его координат. Принимаем модуль вектора, 
равный двум, изменяя при этом ξ, η, ζ. Параметр вин-
та p определяется как скалярное произведение век-
тора на момент, деленное на квадрат модуля вектора.

Радиус-вектор точки В, принадлежащей оси вин-
та, равен:

	
(V ��M)

|V|
�В = 2 .

	
Радиус-вектор точки А, соответствующей концу 

векторной части:

	 ρА = ρВ + V.

Радиус-вектор точки С, соответствующей концу 
моментной части:

	 ρС = ρВ + ρV.

Матрицы частных производных по координате 
x имеют вид:

= .
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Аналогично вычислены значения частных произ-
водных для остальных плюккеровых координат. 
В соответствии с найденными параметрами получены 
значения плюккеровых координат винта-градиента:

(ξ, η, ζ, ξ0, η0, ζ0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0).

Полученный результат объясняется тем, что при 
любых движениях выходного звена сохраняются 
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условия сингулярности, поскольку все оси силовых 
винтов всегда пересекают ось Oх.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВИНТА-ГРАДИЕНТА ДЛЯ 
СМЕЩЕННОГО ПОЛОЖЕНИЯ ВЫХОДНОГО  
ЗВЕНА

Для другого механизма параллельной структуры 
с линейными двигателями (рис. 4) точки В1–В6 сме-
щены вдоль оси Oz на расстояние: ‒1 м.

Соответствующие значения координат точек Ai 
и Bi выходного звена и основания исследуемого 
механизма запишутся следующим образом:

–4   –3   –2   1   2   3
–2   –1   –2   2   3   4
   1     2      3   2   3   1
   1     1      1   1   1   1

А= ;
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–6   –4,5   –0,667   –0,5   0,667    1
   2     0,5      0,667     –1       –1    –4
–1     –1         –1         –1       –1    –1
   1        1           1           1          1       1

B= .

�

�

�
�
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�
При этом матрица плюккеровых координат 

остается неизменной. Интерес представляет взаим-
ное соответствие кинематического винта, взаимно-
го ортам силовых винтов, и кинематического вин-
та-градиента.

В результате решения обратной задачи о поло-
жениях получены следующие значения обобщенных 
координат механизма (м):

Q = (4,899  3,674  4,989  4,500  5,812  8,485).

Матрица плюккеровых координат для заданно-
го положения центров сферических шарниров 
выходного звена и основания механизма с линей-
ными двигателями не изменилась. Следовательно, 
заданное положение исследуемого механизма так-
же является сингулярным.

Запишем частные производные по плюккеровым 
координатам кинематического винта. Частная 
производная по ξ:

   0   –0,204   –0,408   –1,021   –2,449     1,225
   0   –0,544   –0,272   –0,68     –1,225     2,449
   0   –0,601   –0,401   –0,869   –0,267     0,401
   0   –0,444      0,444   –0,889      0,222     0,222
   0   –0,516      0,516   –1,032   –0,344  –0,344
   0   –0,118      0,471   –2,003   –0,471  –0,118 �

�

�
�

�

�.
Частные производные по остальным плюккеро-

вым координатам вычисляются аналогичным обра-
зом.

Винт-градиент, наиболее быстро выводящий 
из состояния сингулярности, имеет плюккеровы 
координаты:

(ξ, η, ζ, ξ0, η0, ζ0) = (1,603 –1,520  0,081 0,000 –0,241 0,294).

В рассматриваемом положении механизма парал-
лельной структуры кинематический винт-градиент, 
наиболее быстро выводящий из особого положения, 
не совпадает с единственным кинематическим вин-
том, взаимным ортам осей пяти независимых сило-
вых винтов, имеющим координаты (1, 0, 0, 0, 0, 0).

Зная винт-градиент, находим плюккеровы коор-
динаты пяти кинематических винтов, переводящих 
в бесконечно близкие соседние особые положения: 

➔➔ (1,520  1,603  0,000  0,000  0,000  0,000);
➔➔ (–0,081  0,000  1,603  0,000  0,000  0,000);
➔➔ (0,000  0,081  1,520  0,000  0,000  0,000);
➔➔ (0,000  0,000  0,000  0,000  0,294  0,241);
➔➔ (0,000  0,000  0,000  0,241  0,000  0,000).

Для рассматриваемого случая координаты точек 
B, A, C, характеризующих винт-градиент:
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B= ,
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�
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�
 

1,363
–1,472

–5,866 � 10–3
А= ,
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�
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  0,028
–0,206
–0,073

С=

�

�

�
�

�

�.

Приведем другие виды изображений исследуе-
мого механизма (рис. 5). 

При сканировании положения выходного звена 
с постоянной его ориентацией можно получить 
«срез» сингулярной поверхности [24]. Рассмотрим 
одно из положений, соответствующее этой поверх-
ности, при котором центр выходного звена сместил-
ся по координатам (0,5; 0,2; 0,133).

Координаты точек выходного звена примут 
вид:

   –3,5    –2,5     –1,5      1,5      2,5       3,5
   –1,8    –0,8     –1,8      2,2      3,2       4,2
  1,133  2,133   3,133   2,133  3,133  1,133
       1          1          1           1          1          1 �

�

�
�

�

�.
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Рис. 4.	 Положение механизма с линейными двигателя-
ми, при котором центры сферических шарни-
ров Bi расположены в плоскости z = –1
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Координаты единичного вектора силового вин-
та для каждой кинематической цепи найдем анало-
гично описанному выше случаю, шесть кинемати-
ческих цепей соответственно дают матрицу PL:

PL =

�

�

�
�

�

�
  0,576   –0,692   0,435   0    2,177   3,458
   0,55    –0,293   0,782   0    3,128   1,173

   0,44       0,645   0,625   0         0           0
  0,318      0,678   0,663   0  –0,663   0,678
  0,326      0,913   0,246   0  –0,492   1,825

–0,137   –0,493   0,859   0    0,859   0,493
.

Ранг полученной матрицы 5 – новое положение 
механизма также является сингулярным (особым). Винт, 
взаимный ортам осей силовых винтов, не изменился. 

Найдем винт-градиент с плюккеровыми коор-
динатами (ξ, η, ζ, ξ0, η0, ζ0).

Частная производная по ξ:

   0   –0,231   –0,367   –0,815   –2,323    1,462
   0   –0,532   –0,200   –0,607   –0,939    2,504
   0   –0,651   –0,374   –0,866   –0,314    0,547
   0   –0,426     0,439    –0,878     0,309     0,299
   0   –0,503     0,514    –1,027   –0,268  –0,262
   0   –0,131     0,485    –1,928   –0,328  –0,088�

�

�
�

�

�.

Остальные частные производные аналогичны 
рассмотренному случаю.

В результате получаем винт-градиент 

(1,403 –1,27 0,00253 0 –0,163 0,292).

Координаты точек B, A, C, характеризующих 
винт-градиент:

–0,103
–0,114
–0,064

B= ,

�

�

�
�

�

�
 

  1,379
–1,457
–0,061

А= ,

�

�

�
�

�

�
 

–0,017
–0,192
–0,064

С=

�

�

�
�

�

�.

Полученное решение представим с учетом рас-
положения звеньев механизма и винта-градиента 
(рис. 6).

Таким образом, винт-градиент изменился.

ПОСТРОЕНИЕ СИНГУЛЯРНЫХ «ПОВЕРХНОСТЕЙ» 
ПРИ ИЗМЕНЕНИИ ОРИЕНТАЦИИ ВЫХОДНОГО 
ЗВЕНА

Далее рассмотрим сингулярные «поверхности», 
получаемые при вращениях выходного звена. 
Матрица, описывающая ориентацию выходного зве-
на, получается путем перемножения матриц, соот-
ветствующих вращениям вокруг каждой из осей.

z
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Рис. 5.	 Конфигурация звеньев механизма при различ-
ных направлениях проекций
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Рис. 6.	 Положение механизма после смещения центра 
выходного звена
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Вращение вокруг оси Ох:

�

�

�
�

�

�
1
0
0
0

0
0
0
1

0
cos(�)
sin(�)

0

0
–sin(�)
cos(�)

0

.

Матрицы, описывающие вращения вокруг осей 
Оy и Оz,  имеют аналогичный вид. В результате пере-
множения этих матриц получим матрицу M, опи-
сывающую поворот вокруг трех осей. Смещенное 
положение точек выходного звена будет таковым:

Ai =AiM, i=1, ..., 6 ´ . 

Зададим максимальные углы поворота от 0 до 60° 
для поворотов относительно осей Оx и Оy, для оси 
Оz максимальный поворот примем от 0 до 180°. 

При перемещении из начального положения 
в конечные будем последовательно увеличивать 
углы на фиксированные значения, равные одной 
двадцатой от максимального отклонения. В каждом 
из полученных положений вычисляем ранг матри-
цы, сформированной из силовых винтов, дейст
вующих на выходное звено со стороны кинемати-
ческих цепей. При приближении к особому поло-
жению определитель матрицы плюккеровых 
координат стремится к нулю, здесь принято в каче-
стве признака для особого положения, что опреде-
литель матрицы силовых винтов по модулю должен 
быть меньше 0,005. В результате можно получить  
«поверхности» в координатах α, β, γ, в которых меха-
низм находится в особых положениях. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной статье представлен анализ особых 

положений механизмов параллельной структуры 
с линейными двигателями. Данные механизмы 
имеют широкое поле применения – это двигатель-
ные системы, технологические роботы, измеритель-
ные и обучающие устройства. Особые положения 
существенно снижают функциональные возмож-
ности, ограничивая рабочую зону. Для того чтобы 
исключить этот недостаток, можно использовать 
дополнительные двигатели, однако требуется знать, 
какие движения переводят в соседние особые поло-
жения и какие выводят из них.

На примере относительно простого случая, ког-
да оси всех линейных двигателей пересекают одну 
прямую линию, установлено, что кинематический 
винт, описывающий неуправляемое движение, не 
соответствует кинематическому винту, описываю-
щему движение, наиболее быстро выводящему 
из особого положения. При этом при изменении 
точек крепления приводов имеет место изменение 

кинематического винта, соответствующего наибо-
лее быстрому выводу из особого положения. 

Данное исследование в дальнейшем будет рас-
пространено на более сложные случаи особых поло-
жений, соответствующих конкретным механизмам 
параллельной структуры с линейными двигателя-
ми, применяемыми в различных областях техники, 
в частности в станкостроении.
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