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В статье приведена аналитическая математическая 
модель динамической технологической системы 
глубокого сверления. Математическая модель 
создана на базе дифференциальных уравнений 
с целью управления объектом –  технологической 
системой обработки сверлением. Управление 
осуществлено по каналу продольной подачи 
инструмента, вдоль оси сверла.

Среди технологических операций резания, операция свер-
ления занимает особую роль – как самая распространенная 
и  экономически оправданная среди других методов фор-
мообразования отверстий [1–7].

Сверлением получают отверстия различного диаметра 
и глубины, либо многогранные отверстия различного сече-
ния и глубины. Согласно классическому определению, от-
верстия с соотношением глубины к диаметру более 10 яв-
ляются глубокими [8–17].

Для формообразования глубоких отверстий требует-
ся, в первую очередь, специальный режущий инструмент, 
специальное технологическое оборудование и особая тех-
нология [12, 13, 16].

Для управления процессом глубокого сверления удли-
ненными сверлами, составим аналитическую модель про-
цесса. Исследования проведенные на кафедре технологии 
машиностроения Челябинского политехнического инсти-
тута [18] показали, что управление процессом глубокого 
сверления целесообразно осуществлять путем изменения 
скорости продольной подачи, а не скорости резания. Дей-
ствительно, сверление сложный процесс, где суммируются 
два кинематических движения: вращение сверла и продоль-
ная подача, которые могут быть кинематически независи-
мы друг от друга, и при этом как завышены, так и заниже-
ны. Рекомендуется при назначении параметров режима 

сверления сначала назначать максимально возможную по-
дачу, при условии обеспечения качества обработки, а  за-
тем устанавливать в зависимости от типа обрабатываемо-
го материала частоту вращения шпинделя. По общеизвест-
ной формуле [12, 14, 17], связь между скоростью резания (v) 
и частотой вращения выглядит следующим образом:

 v = d n
1 000

, (1)

где d –  диаметр сверла; n –  частота вращения.
Как видно, в выражении (1) нет величины подачи, поэ-

тому подача не влияет на скорость резания, влияет толь-
ко частота вращения шпинделя.

В работе [19] приводятся результаты исследований вли-
яния режимов резания при сверлении на величину крутя-
щего момента и осевой силы, которые показывают, что ука-
занные параметры в  значительно большей степени зави-
сят от вариаций осевой подачи, чем от величины скорости 
резания. Для процесса сверления, так же как и для других 
процессов механической обработки, характерно так назы-
ваемое явление резания «по следу» [20, 21]. Толщина слоя, 
срезаемого каждой из двух режущих кромок сверла, опре-
деляется координатой его вершины в момент времени х(t) 
и предшествующим ходом процесса на отрезке времени τ, 
то есть следом от прохождения второй режущей кромки.
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Полагая в дальнейшем частоту вращения шпинделя по-
стоянной, запишем для времени одного оборота детали:

 0 =
1
n

. (2)

Для двухкромочного сверла с  симметрично располо-
женными режущими кромками время запаздывания опре-
деляется как:

 = 0

2
. (3)

При этом уравнение толщины среза для текущего зна-
чения среза [22]:

 a(t)= x(t)− x(t − τ),  (4)

где t –  текущий момент времени.
В идеализированном случае абсолютно жесткой техно-

логической системы (инструмента, детали и  элементов 
станка) координата X кромки режущего инструмента как 
в текущий момент времени, так и в момент предыдущего 
оборота заготовки определялась бы исключительно скоро-
стью осевой подачи (рис. 1) [23].

Причем, поскольку скорость подачи в системе управле-
ния является величиной переменной, уравнения для зна-
чений координат следовало бы записать в виде:

 x(t)= f
0

t

(t)dt, (5)

 x(t )= f
0

t

(t)dt , (6)

где vf –  скорость осевой подачи.
На самом деле, ввиду определенной податливости систе-

мы (главным образом из-за деформаций режущего инстру-
мента), режущая кромка оказывается смещенной на ве-
личину упругих деформаций ΔY. Появление деформаций 
приводит к изменению толщины среза (особенно в момент 
врезания инструмента). На рис. 1 показано положение свер-
ла с учетом упругих деформаций (пунктирными линиями). 
После соприкосновения сверла с обрабатываемой деталью 
влияние осевой силы вызывает, как контактные деформа-
ции инструмента Ykd, так и деформацию упругой системы 
станка Y00 в осевом направлении. Кроме того, погрешности 
заточки режущих кромок сверла, неперпендикулярность по-
ложения заготовки относительно его оси, неоднородность 
твердости обрабатываемого материа ла и ряд других при-
чин приводят к  возникновению избыточной неуравнове-
шенной радиальной силы, действующей в плоскости пер-
пендикулярной оси сверла и  вызывающей появление до-
полнительных деформаций YP.

Для характеристики свой ств технологической системы 
введем понятие «жесткости» J и «податливости» H системы 

по отдельным координатам. Так, например, в  осевом на-
правлении (по координате х):

 Jx =
Fx
Yx

, (7)

 x=
Yx

F
H

x

, (8)

где Fx –  сжимающая осевая сила; Yx –  деформация по оси Х.
Таким образом, податливость технологической системы 

по координате Х можно записать в виде:

 x= HH H00 + kd, (9)

где Н00 – податливость элементов станка в осевом направ-
лении; Hkd –  податливость инструмента.

Величины контактных деформаций инструмента могут 
быть определены по формулам сопротивления материалов. 
Рассматривая режущий инструмент как длинный стержень 
площадью поперечного сечения F, можем записать:

 Δl =
Ff ⋅l
E ⋅F

, (10)

где Ff –  сжимающая осевая сила, вдоль оси подачи; F – пло-
щадь поперечного сечения инструмента; Е –  модуль упру-
гости материала инструмента; l – длина режущего инстру-
мента.

x(
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Рис. 1. Толщина срезаемого слоя при сверлении: а – схема 
формирования толщины среза; б – толщина срезаемого слоя 
с учетом упругих деформаций сверла
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Что касается податливости упру-
гой системы станка, то исследования-
ми [24] установлено, что для типичных 
условий обработки величина Н00 в осе-
вом направлении составляет порядка 
(2–4) · 10–4 мм/Н. Значительно большие 
сложности представляет определение 
деформаций, возникающих под дей-
ствием радиальных сил, ввиду того, 
что появление этих сил является след-
ствием большого числа априорно не-
предсказуемых факторов. Величины 
радиальных сил могут быть выявле-
ны на основании целевых эксперимен-
тальных исследований. В  работе  [25] 
приводится обширный материал по из-
учению причин возникновения ради-
альных сил при сверлении, результаты экспериментальных 
исследований по определению их значений, а также анализ 
влияния условий обработки на характер их изменения.

Считая эквивалентную упругую систему безинерцион-
ным звеном [26], запишем уравнения, описывающие ее по-
ведение в следующем виде:

 Yx (s)= x (s) FH f (s), (11)

 YP (s)= (s) FPHP (s), (12)

где ΔYx –   приращение деформаций по оси Х; ΔYP –   прира-
щение деформаций в  радиальном направлении; Нx  –   по-
датливость по оси Х; НР  –   податливость в  радиальном 
направлении.

Приращения сил резания из (11), (12) в результате измене-
ния толщины срезаемого слоя могут быть представлены:

 ΔFf (s)=Mx (s)Δa(s), (13)

 ΔFP (s)=MP (s)Δa(s), (14)

где Mx  –   момент закручивания относительно Х; MP  –   мо-
мент сопротивления в радиальном направлении; Δa – из-
менение толщины среза.

Таким образом, с учетом упругих деформаций для теку-
щего момента времени координата вершины сверла опре-
деляется из уравнения:

 x(t)= f (t)dt Yx φ(t) k
0

t

YP (t) , (15)

где kφ  –   коэффициент учитывающий геометрические па-
раметры режущего инструмента.

Аналогично, для момента времени (t – τ):

 x(t )= f (t)dt Yx (t ) k
0

t

YP (t ). (16)

С  учетом выражений (15) и  (16) уравнение (4) в  опера-
торной форме будет иметь вид:

 a(s)= 1
s

(1 e s ) f (s) (1 e s ) YX (s) k (1 e s ) YP (s). (17)

Полученные соотношения (15), (16) и (17) представляют 
собой математическую модель объекта управления (ОУ) –   
технологической системы обработки сверлением при управ-
лении по каналу продольной подачи вдоль оси сверла.

Структурная схема модели ОУ, составленная на основа-
нии уравнений (4)–(17), приведена на рис. 2.

Как следует из схемы ОУ, текущее значение толщины 
среза или его приращение определяются тремя состав-
ляющими:

 a(s)= a
f
(s) aX (s) aP (s), (18)

где Δaνf –  составляющая, обусловленная скоростью осевой по-
дачи сверла; ΔaX, ΔaP –  составляющие, обусловленные упру-
гой деформацией в технологической системе под дейст вием 
силы резания в направлениях оси X (вдоль осевой подачи 
сверла) и в радиальном направлении соответственно.

Таким образом, особенностью математической модели 
процесса глубокого сверления является наличие в ее струк-
туре замкнутых контуров, причиной возникновения кото-
рых являются особенности резания «по следу», а также влия-
ние упругих деформаций на толщину срезаемого слоя.

В  качестве основного возмущающего воздействия на 
технологический процесс могут рассматриваться величи-
ны твердости обрабатываемого материала. В случае, если 
задан закон изменения твердости в  функции с1(s), сред-
нее значение на участке, ограниченном положениями ре-
жущей кромки в  момент времени t и  в  момент (t–τ) мож-
но, в операторной форме, записать как:

 (s)= 1
s

(1 e s )cc 1 (s). (19)

vf (s) avf (s)

ax(s) Yx(s)

Yp(s)ap(s)

Mx(s)

Mp(s)

—(1 − e−sτ)

Kφ (1 − e−sτ)

(1 − e−sτ)

1
s

Ηp(s)

Fp(s)

Ηx(s)

Fx(s)

Рис. 2. Структурная схема объекта управления
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С учетом (19), линеаризованные выражения для состав-
ляющих силы резания запишутся в следующем виде:

 Ff (s)=MX (s) a(s)+NX (s) cX (s), (20)

 FP (s)=MP (s) a(s)+NP (s) cP (s), (21)

где Mi, Ni –  коэффициенты передачи процесса резания по 
соответствующим переменным.

На рис. 3 показана структурная схема обобщенной ма-
тематической модели объекта с  учетом основного воз-
мущения  –   изменения твердости обрабатываемого ма-
териала.

Как следует из рис. 3, обратная связь через звено (1 − e–sτ) 
действует только в переходных режимах, а в установивших-
ся режимах принимает значение, равное нулю.

В действительности, динамические свой ства процесса 
резания будут описываться передаточной функцией (ПФ) 
апериодического звена:

 Mi (s)=
Ff (s)
a(s)

=
mX

Tc s+ 1
, (22)

где Tc –  постоянная времени стружкообразования; mX –  ко-
эффициент передачи процесса резания по переменной Х.

Передаточная функция эквивалентной упругой системы 
станка [26] может быть представлена ПФ вида:

 GUS (s)=
Yi (s)
Fi (s)

=
Hi

TUS
2 s2 + 2 CTUSs+ 1

, (23)

где Hi  –   податливость упругой системы станка; TUS  –   по-
стоянная времени демпфирования упругой системы, ξс  –   
коэффициент демпфирования упругой системы.

Таким образом, передаточная функция объекта при 
управлении по каналу подачи инструмента может быть 
представлена в виде:

 GX (s)=
Ff (s)

fi (s)
, (24)

 GX (s)=
mX (1 e

s

)
s (TUS

2 s2 + 2 CTUSs+ 1) (TCs+ 1)+ B (1 e s )
, (25)

где B = mxhx + mPhPkφ –  коэффициент относительной жестко-
сти технологической системы.

Общие выводы
В  линеаризованных уравнениях для силы резания ее 
приращение будет определяться двумя составляющими: 
одна составляющая характеризует изменение толщины 
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среза, а  другая  –   вариации твердо-
сти материала заготовки.

При аналитическом исследовании 
динамической технологической систе-
мы сверления, величину силы реза-
ния можно рассматривать как функ-
цию твердости материала и площади 
сечения среза.
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Рис. 3. Обобщенная структурная схема объекта управления
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